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Wyklad 6
B ad

PLAN:
- Repetitio (brevis)
- Sieci neuronowe z radialnymi funkcjami bazowymi



Repetitio
D
* W aspekcie architektury: zaymowalismy si¢
tylko sieciami typu feed-forward
o W aspekcie dzialania pojedynczego
neuronu: rozwazaliSmy tylko neurony
obliczajace sumy wazone wejsc (ze
wzgledu na najczescie) stosowang funkcje
aktywacjl neurony te sq zwane neuronami
sigmoidalnymi)



Repetitio (cd.)

W aspekcie uczenia: szczegdolowo przedstawiono
tylko gradientowe algorytmy uczenia
nadzorowanego:

backpropagation (wraz z modyfikacjami
inercyjnymi) (algorytm I rzedu)

metode zmiennej metryki (algorytm II rz¢du)

metode gradientow sprzezonych (algorytm I
rzedu)



Repetitio (cd.)

Ponadto:

* Podano typowe reguty uczenia
(nienadzorowanego 1 nadzorowanego) jako
przypadki szczegolne uogolnionej reguty uczenia

* Przedstawiono metody:
- doboru wspoétczynnikdw uczenia

inicjalizacji wag
- doboru architektury sieci
- zwigkszania zdolnosci generalizujacych



Sieci neuronowe z radialnymi
funkcjami bazowymi

 Sieci o radialnych funkcjach bazowych (RBF)
sktadajg si¢ z jednej warstwy ukrytej oraz jedne
warstwy wyjsciowey.

* Neurony warstwy wyjsciowej sg liniowe

* Neurony ukryte realizujg funkcje ¢ zmieniajaca
si¢ radialnie (stad nazwa sieci1) wokot wybranego
centrum ¢



Sieci RBF (cd.)
B
Formalnie:
Wyjscia neuronow ukrytych (radialnych)
siecl1 RBF generujg wektor sygnatow y dany
rOwnaniem:

y = ol[x—])



Porownanie dziatania neuronow
sigmoidalnych 1 radialnych

* Neuron sigmoidalny wystepujacy w MLP
reprezentuje w przestrzeni wejsciowe]
hiperplaszczyzng dzielacq te przestrzen na
dwie otwarte klasy

* Neuron radialny reprezentuje hipersfere
dokonujaca podziatu kotowego wokot
punktu centralnego



Graficzne porownanie dziatania
neuronu sigmoidalengo 1 radialnego

A-ﬂ




Sieci RBF (cd.)

* W zadaniach zawierajacych symetrie
kotowe zastosowanie neuronow radialnych
pozwala znacznie zmniejszy¢ liczb¢
neuronow ukrytych (a zatem zwigkszyc
generalizacje)

* Ponadto wystarczy zawsze jedna warstwa

ukryta



Nielintowa ¢-separowalnosc

* Niech ¢ (x) =[¢, (x), @, (x), ..., ¢ ()]*
bedzie wektorem funkcji radialnych w N

wymiarowej przestrzeni wejsciowe].

* Podzial tej przestrzeni na klasy X" oraz X
jest nieliniowo @ - separowalny jesh 1stnieje
taki wektor w, ze:

wip(x)>0 dla xeX"

Wqu(x) <0 dla xeX



Nieliniowa ¢@-separowalnosc (cd.)

Zatem: Problem jest nieliniowo ¢-separowalny
w przestrzeni wejsciowe] x wymiaru N jesh
jest lintowo separowalny w przestrzeni
rzutowania @ (x) wymiaru k. Granica mi¢dzy
obu klasami w przestrzen1 ¢ (X) jest
zdefiniowana za pomoca hiperplaszczyzny o

roOwnaniu: -
wp(x)=0



Twierdzenie o
nieliniowe] @-separowalnosci

Dowolny zb10r wzorcow jest
nielinilowo ¢@-separowalny pod
warunkiem przyjecia odpowiednio
duzego wymiaru k przestrzeni
rzutowania



Wniosek z twierdzenia o
nieliniowe] @-separowalnosci

Przyjecie dostatecznie duzej liczby neuronow

radialnych realizujacych funkcje ¢, (x)

zapewnia rozwiazanie dowolnego problemu

klasyfikacyjnego przy uzyciu dwu warstw:

— Warstwy ukrytej realizujacej wektor ¢ (x)
oraz

— Warstwy wyjsciowej realizowanej przez
neuron liniowy z wektorem wagowym w.



Interpolacja wielowymiarowa w
sieciach RBF

* Poszukujemy interpolacji wiclowymiarowej
odwzorowujacej p roznych wektorow
wejsciowych x; (i =1, 2, ..., p) z przestrzeni
wejsciowe] N wymiarowe] w zbior p liczb
rzeczywistych d. (i =1, 2, ..., p) za pomoca
siecl1 RBF



Interpolacja wielowymiarowa w
sieciach RBF (cd.)

* Przedstawiona interpolacja jest rownowazna
poszukiwaniu takiej funkcji radialnej F' (x), dla
ktorej spelnione sq warunki interpolacii:

F(x.):d.

l l

gdzie: F(x)= i wl.(p(Hx —X,
i=1

)

* Wybdr normy jest w zasadzie dowolny, cho¢ w
praktyce najczesciej stosuje si¢ norme
euklidesowa. Wartosci wektorow x. stanowia
centra funkcji radialne;.




Interpolacja wielowymiarowa w
sieciach RBF — funkcje Greena

Jako funkcje @ przyymuje si¢ zazwyczaj
funkcje radialne Greena G(x; x;) z ktorych
najpopularniejszg jest (nieznormalizowana)
funkcja Gaussa:

2 N
X—X; |
_H ) 2H _2 9 2 :(xk_xi,k )2
G[x; xi]z e O =e 7 M

w ktorej x. oznaczaja wektory wartosci
srednich (centrow) a o> wariancje



Interpolacja jako superpozycja
wielowymiarowych funkcji Gaussa

* Po podstawieniu w miejsce funkcji radialne;
wielowymiarowej nieznormalizowanej funkcji
Gaussa otrzymuje si¢ nastepujace rowname
interpolujace: x=x H

( Zwe 20/

* Powyzsze rOwnanie przedstaw1a SUpPErpozycje
wielowymiarowych funkcji Gaussa z centrami
(wartoSciami oczekiwanymi) ulokowanymi w X 1
szerokosciami (odchyleniami standardowymi) o;




Ograniczenia

* Cho¢ przedstawienie poprzednie jest
zawsze mozliwe, jest ono niepraktyczne ze
wzgledu na 110$¢ neuronow ukrytych rowna
1losc1 probek uczacych p.

» Dlatego w praktyce stosuje si¢ przyblizenie
z ograniczeniem do K neuronow



Przyblizenie funkcj1 interpolujace;

* Funkcje¢ F przybliza si¢ funkcja F* dana:

F(x)= 2w Glxt,)

=1

gdzie:G(x;t.):GQ‘x—ti ), K<p

l

* Wektory t; (i = [, ..., K) sa centrami ktore nalezy
wyznaczy¢ (w przypadku szczegdlnym , gdy
K = p otrzymuje si¢ rozwiazanie dokladne dla
ktorego oczywiscie: t; = X,



Schemat siec1 RBF




Uczenie siec1 RBF
|
Uczenie sieci RBF polega na takim doborze
° wagw,
» funkcji Greena G(x; t,)
gdzie (i = 1, ..., K) aby funkcja F'*
realizowana przez sieC RBF mozliwie

najlepiej przyblizala teoretyczng funkcje
doktadna F.



Sieci z hiper-radialnymi
funkcjami bazowymi (HRBF)

* W sieciach RBF funkcje bazowe Greena
zalezne s od normy euklidesowe;

* W sieciach HRBF korzysta si¢ z
uogolnione) normy euklidesowej, dla ktore;
kazdy wymiar ma swoj odrebny
wspoOiczynnik wagi, a nawet wektor wag



Siec1t HRBF - uogolniona norma
euklidesowa
L —

e Uogolniona norma euklidesowa:

x|, =(Qx)"(Qx)=x"Q"Qx
Przyjmujac: Q'Q = C = [¢;] dostajemy:

5 N N
HXHQ = ZZCHWZ

k=1 [=]



Norma euklidesowa jako przypadek
szczegolny normy uogolnione]

* W szczegolnosci jesl Q jest macierza
diagonalng, wowczas:

N
2 2
HXHQ - Zciixl.
fi

* Przy dodatkowym zatazeniu, ze Q =1
norma wagowa sprowadza si¢ do normy

klasycznej: || 2 2
Xl =]



Dzialanie siec1i HRBF

» Zastosowanie uogolnionej normy wagowe]
daje uogdlnione wyrazenie rozwinigcia
funkcji radialnych:

)

K
F*(x)=3 wG(x-t,
i=1

* Jednoczesnie powyzsze rOwnanie opisuje
dzialanie siect HRBF




Uogolniona (nieznormalizowana)
funkcja Gaussa

D
Nieznormalizowana uogolniona funkcja

Gaussa otrzymuje si¢ poprzez przyj¢cie dla

i-te] funkcj1 bazowej:

— gaussowskiej funkcji radialnej Greena o
centrum t; oraz

— Macierzy wagowej Q.

Dana jest ona wzorem:

GQ‘X —t. ): e(_[x_ti ' QlQ;[x-t, ]) (—%[X—ti ['s ! [x—t, ]j
illQ,

=€



Uogolniona (nieznormalizowana)
funkcja Gaussa (cd.)

-
* Nieznormalizowana uogolniona funkcja Gaussa

dana jest zatem wzorem:

Gq N lQ.):e(_[x_t"]TQ;rQ"[X_ti])=

T )

« Wida¢, ze wyrazenie 72 S;1=Q,1Q, pelni funkcje
czynnika 1/(26 %) standardowej wielowymiarowe;
funkcji1 Gaussa

=€



Porownanie siect RBF z sieciami
sigmoidalnymi
)

* W sieciach RBF parametr funkcji aktywacji o; jest
zalezny od neuronu 1 podlega uczeniu, natomiast
w sieciach sigmoidalnych analogiczny parametr f
jest staty 1 jednakowy dla wszystkich neurondw.

* Argumentem funkcji radialnej jest odlegtos¢ dane;j
probki x od centrum t;, a w sieci sigmoidalnej jest
to iloczyn skalarny wektorow w'x.

* Neurony radialne dziela przestrzen na obszary
lokalne poprzez hipersfery, natomiast neurony
sigmodalne dzielg przestrzen na obszary globalne
poprzez hiperptaszczyzny.



Uczenie siec1 (H)RBF

* Uczenie sieci (hiper)radialnych sktada si¢
z dwoch etapow:

1. dobdr centrow 1 parametrow ksztattu
funkcj1 bazowych

2. dobdr wag lintowych neuronow
wyjsciowych



Uczenie siec1 (H)RBF (cd.)

* Poniewaz zadanie drugie (doboru wag
wyjsciowych neuronow lintowych) moze
zostaC rozwigzane algebraicznie, o 1le znane
jest rozwigzanie zadania pierwszego, zatem
to zadanie pierwsze jest podstawowym
zadaniem w uczeniu sieci (H)RBF



Metody wyznaczania centrow 1
parametrow ksztaltu funkcji bazowych

* Losowy wybor centrow funkcj1 bazowych

* Samoorganizujacy si¢ proces podzialu na
klastery

* Uczenie pod nadzorem (oparte o algorytmy
propagacji wstecznej)



Losowy wybor centroOw funkcji
bazowych

* Rozwigzanie najprostsze, lecz dopuszczalne
dla sieci radialnych przy zatlozeniu, ze
rozktad danych uczacych dobrze
odzwierciedla specyfike problemu (a tak
Zawsze powinno byc¢)

* Wowczas dobor statych parametrow funkcii
bazowych jest dokonywany losowo przy
rozktadzie rownomiernym



Dobor losowy centrow (cd.)
B

Po dokonaniu losowego wyboru centrow t; oblicza si¢
wartos¢ parametru zwiazanego z odchyleniem
standardowym:
L 4 o __ d
26> K \/ﬁ
W powyzszym wzorze d oznacza maksymalng odleglos¢
migdzy centrami t,

Funkcje bazowe sa zatem postaci: :
x=ti]

d2
, a

Gmx—ti




Samoorganizujacy si¢ proces
podziatu na klastery

* Dane wejsciowe dzieli si¢ na klastery (np.
za pomocyg algorytmu K-usrednien)

 Liczba funkcj1 bazowych rowna jest 1losci
klasterow

* Do centrum kazdego klastera
przyporzadkowuje si¢ centrum funkcji
bazowej



Gradientowe uczenie pod
nadzorem siec1 HRBF

W metodzie tej modyfikuje si¢
rOwnoczesnie:

 centra funkcj1 bazowych,
* 1ch parametry oraz

« wartosci wektora wag neuronow liniowych
warstwy wyJSCl1owe]



Gradientowe uczenie pod
nadzorem sieci HRBF (cd.)

L —
» Zdefiniyymy blad £ jako:
1 ' K A 2
E=2 > lweo(x)]-d ¢
=0 )
* Przy czym wyjscie sieci y jest okreslone jako:
K



Skladowe gradientu wzgledem
parametrow podlegajacych uczeniu

-*
j=1.N,i=1.K k=I1.N
OF OE -,
—y—d, —=e 2 (y—d
o =7 = (y-d)
OF _ —lu
( ZQZ) (1)




Zmienne wykorzystywane do
okreslania sktadowych gradientu

o

j=1.N,i=1.K k=I.N



Gradientowe uczenie pod
nadzorem sieci HRBF (cd.)

/Znajac sktadowe gradientu funkcji biedu
wzgledem wszystkich parametrow
podlegajacych uczeniu mozna stosowac
dowolng metode optymalizacji
gradientowej, np. najwigkszego spadku, w
ktorej kierunek poszukiwan p = -nVE
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